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Definition

Ein Vektor ist eine Menge von Pfeile, die gleichlang (kongruent), zueinander
parallel und gleichgerichtet sind. Ein einzelner Pfeil aus dieser Menge heilt
Reprasentant des Vektors. Folglich ist eine Vektormenge (und somit auch die
Anzahl inrer Reprasentanten) unendlich grol3.

a=AB —> B

s

Der Vektor, der von Punkt A nach Punkt B fuhrt, wird mit Vektor AB bezeichnet,
wobei A den Anfangs- und B den Endpunkt darstellt. Fur einen Vektor benutzt man
haufig kleine Buchstaben mit Gbergesetztem Pfeil (hier: a).



Betrag

Der Betrag eines Vektors entspricht der Lange des zugehorigen Pfeils. Er ist somit
eine nichtnegative reelle Zahl.

‘E‘:;z:a ZzeVn/\aeR+u{O}




Skalarmultiplikation

Wird ein Vektor a, dessen Betrag grofder 0 ist, mit einer reellen Zahl r multipliziert,
so entsteht ein neuer Vektor b, welcher genau r-mal so lang ist wie Vektor a. Wenn
r positiv ist, zeichnet sich Vektor b durch dieselbe Richtung wie Vektor a aus,
ansonsten verhalt sich seine Richtung Vektor a entgegengesetzt. Weiterhin ist
Vektor b parallel zu Vektor a.

—

b=r-a = ‘Z;‘zbz‘r

a,b,reRna,beV nra



Nullvektor

Ein Nullvektor ist ein Vektor mit dem Betrag 0 und unbestimmter Richtung.

0= AA
Sz‘ﬂ‘zo

Wird ein Vektor a mit 0 skaliert, so ergibt sich immer ein Nullvektor.

O-a=o0

Wird ein Nullvektor mit einer reellen Zahl r skaliert, so ergibt sich wieder ein
Nullvektor.

r-o=o0 rel



Einheitsvektor

Einheitsvektoren sind Vektoren mit dem Betrag 1. Ein Vektor b skaliert mit dem
Kehrwert seines Betrages ergibt immer den zugehaorigen Einheitsvektor.

\/i/a
a=1
b b

al=1
—~ 1 - _
b==b0 = |[b|=1
b
ZzeVn/\I;eVn\{E}



Gegenvektor

Gegenvektoren sind Vektoren mit gleichem Betrag und entgegengesetzter
Richtung. Der zu einem Vektor a zugehorige Gegenvektor b entspricht der
Skalierung von Vektor a mit -1.

) iy
¢ — b=-1-a=BA
h— B b:‘—l-a:a




Addition

Vektoren werden mit einander addiert, indem jeweils der Endpunkt eines Vektors
mit dem Anfangspunkt des folgenden Vektors verkettet wird. Der Summen-vektor
entspricht nun dem Vektor zwischen Anfangspunkt des ersten und Endpunkt des
letzten Vektors.

n
a,,=) a=a+a,+..+a,
i=1

=AA +A,A,+...+ A A =AA
5+(—&):AB+BA:5

a.=a,+a,+a,+a,




Subtraktion

Vektoren werden mit einander subtrahiert, indem der Gegenvektor des zu
subtrahierenden Vektors addiert wird.

n
A, =a; T Z(_ai)
i=2

=a1+(—a2)+...+(—an)

a el

a

n+l»°




Gesetze

Kommutativgesetz (Addition):

Assoziativgesetz (Addition):

(a+B)+c=a+(h+c)
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Kommutativgesetz (Multiplikation):

a-r

r-d

aclV ArelR

Assoziativgesetz (Multiplikation):

—

=r: S°Zl)=(7'°S)'a

S

—

a,beV Ar,seR

r-a=a-r
2
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Distributivgesetze:

—

(r+s)-a=r~a+s-a aclV Ar,selR
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Komponentendarstellung

|st {f}} eine in Origo beginnende Basis fur die Vektoren einer Ebene und Iasst sich
ein Vektor ¢ in der Form Zzzax-;+ay-}' darstellen, so bezeichnet man die Faktoren

ay und a, als Koordinaten des Vektors a beziglich der Basis {?}} Diese

Koordinaten werden mit Hilfe einer einspaltigen und zweizeiligen Matrix dargestellt:
a - - -

[axj. Die Ausdrucke a,- und ay-j werden als Komponenten von Vektor a
Y

bezeichnet. Weiterhin gilt die Komponentendarstellung auch far Vektoren in n-

dimensionalen Raumen. Im Allgemeinen werden Vektoren fur eine Basis gewahlt,

die folgende Eigenschaften aufweisen: H: =1 A L(z;]):900. Sie bildet somit

—
.

J
ein von Origo ausgehendes orthonormiertes Koordinatensystem (Rechtssystem).




Abbildungen zur Komponentendarstellung im zwei- und drei-dimensionalen Raum:

1 b=b,k+b, 1+b, -m
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Komponentendarstellung flr zwei-, drei- und n-dimensionalen Raum:

~ ~ - a,
a=a.,i+a, j=
Y
/bx\
bsz-k+by-l+bz-m= by
0. )
/01\
— n — — —_— —_
c=) ¢ v,=¢ V,+c, v, +...+c, v, =
i=1
\En /

—_ - —

ZzeVz/\;,}'eVz\{E}/\l;eIQ/\k,l,mefg\{a}/\EeVnA\ZeVn\{g}

/\ax,ay,bx,by,bz,ci cR



Betrag

Der Betrag eines Vektor kann mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatz berechnet
werden.

.
A - a
Y al=| " ||= ai+a§
Cly)
/bx\
7| — 2 2 2
bl=| b, |=[b> +b7 +b’
\b.
(¢
¢ a x cl=| i |=
\ )







Skalarmultiplikation

Ein Vektor wird mit einer reellen Zahl skaliert, indem jede Komponente des Vektors
mit diesem Skalar multipliziert wird.

1 - 3 U A
y rea=r-a_i+r-a, j=
4 r-a,
)
rea. } } } B (r b,
r-b=r-b -k+r-b,-l+r-b,-m=|r-b,
r-b
(]/'. \ \ z )
-d . n . Cl
g rec=) r-c-v,=

KI"'Cn)

X aclV,nbeV,nceV Anrel




Zwei Vektoren sind genau dann linear abhangig, wenn sich der eine Vektor durch
die Multiplikation mit einem Skalar Uber den anderen Vektor ausdricken lasst.
Linear unabhangig sind zwei Vektoren genau dann, wenn der genannte Fall nicht

zu trifft;

a und b (Zz,l?eVn) sind linear abhangig

a und b (Zz,l;eVn) sind linear unabhangig <

es existiertein reR mit r-a=>b

r-a#b fiir jedes reR

a

Z;rZz
-
b =r-
b, b,
a, a,
b b
Loy

a, a,

]

—

x?

—

Z;eV ArelR

y ay

linear abhingig

linear unabhingig

d=r-c ageKAreR
d’“:dyzdz = 1l a.
c, ¢,

7:1”2 2,76Vn/\7’€R
G_..-% o la




Addition und Subtraktion

Vektoren werden miteinander addiert/subtrahiert, indem die Komponenten der
einzelnen Vektoren miteinander addiert/subtrahiert werden.

v c=a+b
( z+a ])+(b ;+by })
:(ax+bx)-f+(ay+by)-}'
a. +b, a. b,
R ey e
. - (a,=b, a, b,
o X a_bziay_by)ziay)_ibj



Addition und Subtraktion fur zwei-, drei- und n-dimensionalen Raum:

aih=| S
ayiby
(d_+e )

dte=|d te,
\dzieZ)
/fligl\

Frg=|
S, g, )

a,b,ceV,nd,ecV,Nf,geV,



Ortsvektor eines Punkts

Der Ortsvektor eines Punkts P ist derjenige, welcher durch Origo (Anfangspunkt)
und den Punkt selbst (Endpunkt) verlauft.

L . . (a
yt a=0P =a_-i+a,-j=| ~
a. Pa(aﬁay) ’ (ay]
. )
- b=0F, =b, -k+b, -I+b m=|b,
“ \b.
(CI\
0 c=0P =Y ¢ v =|:

\Cr )



Vektor durch zwel Punkte

Der Vektor, durch zwei Punkte verlauft, ergibt sich aus dem Differenzvektor der
Ortsvektoren der beiden Punkte.

y1 Py O FR=OR-OR
: 212 . :(xz_xl)'i+(y2_y1)'j
})l(xlﬂyl) / \
Xy — X3
X, —X .
o =\ * | b=RP=|y,~»
oP; V2=
< OP; \Z4 7%
/xlp6 -x, )
B c=HFE =
)
X X —X




Skalarprodukt

Aus dem Skalarprodukt zweier Vektoren ergibt sich immer eine reelle Zahl:
r=aeb= ‘a‘-‘b‘-cos(ﬁ(cx;b)) a,beV, \{0} ArelR

Das Skalarprodukt ist, geometrisch interpretiert, der Flacheninhalt des Rechtecks mit
der Seite az‘&‘ und der Lange der senkrechten Projektion von 5 auf a:

Q!

ash = ‘ZI‘ : ‘I;‘ -cos(a) |- cos ()

a



Stehen zwei Vektoren ¢ und b senkrecht zueinander, so ist cos(a)=cos(900 )=O und

somit auch das Skalarprodukt a-5=0.
ab=0 < alb
Ein Vektor wird mit Hilfe des Skalarprodukts quadriert:

N2 e = |~ . -
(a) =a-a=‘a‘-‘a‘-cos(0 )=‘a

2

Rechenregeln des Skalarprodukts:

Kommutativgesetz:




Gemischtes
Assoziativgesetz:

r-(ab)=b+(r-a)=as(r-b)

Distributivgesetz:

a-(b + c) =a*b+aec
Das Skalarprodukt kann auch uber Komponenten ausgerechnet werden:
aeb =(ax ‘ita, -])-(bx ‘i+D, -])

_ (ax b, -?-?)+(ax b, .;.})+(ay b, .}.?)Jr(ay b, .}'-,7)

=a. b +a,b



Skalarprodukt fur zwei-, drei- und n-dimensionalen Raum:

~ - (a. (b,
v, =asb= a . b, =a.b. +a, b

(¢ \(d.
r2=2-21'= c, 'd, |=c.d.+c,-d, +c,  d,
YAy
(e \ ([ )
rn=esf=|: | : |=¢-f++e f
\& ) \Ju)

21,1361@\{5}/\2,361/3\{5}/\2,761{1 \{5}/\7’1,7'2,7'3 e R



Anwendung des Skalarprodukts

Mit dem Skalarprodukt kann der Winkel zwischen zwei Vektoren bestimmt werden:
asb = ‘a‘-‘b‘-cos(a) =a,b. +a, b

a.b.+a, b,
o = arccos =
P

- = ced
ced =  =arccos| ==
al-p

&,Ee%\{a}AE,gen\{g}



Mit Hilfe des Skalarprodukts ist es moglich den Betrag von Vektoren zu errechnen:

—_ —_

a|-|a

2 —_ —_ —
_ 2 2 _ . 2 2
=a, ta, = ‘a‘—\/a- —\/ax+ay

-COS(O )=ax-ax+ay-ay

= b+ b7+ ‘b‘ b =2 +b} +b?

2 — — —
=c +tc = ‘c‘zx/c-c :\/c12+-~+cj

2161/2\{5}/\561/3\{5}/\261/,1\{5}
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Punktrichtungsgleichung

Eine Gerade g, welche durch einen Tragerpunkt P verlauft und durch einen
Richtungsvektor a bestimmt wird, kann wie folgt beschrieben werden:

—_ D ———

g: x=OP+t-a },ﬁenA&en\{a}AteR

] g




Punktrichtungsgleichung fur zwei-, drei- und n-dimensionalen Raum:

x, =0F+t-a, =

x,=0P +t-a, =

x,=0PF, +t-a, =

X2, )
(x,)

3, )

+1-

+1-

\%2.
(a,

%,

x,,OR €V,

x,,OP, €V,

Zel@\{g}AgeK\{g}Agen\{E}AIER




Zweipunktegleichung

Eine Gerade g, welche durch einen Tragerpunkt P und zwei weiteren Punkten
verlauft, kann wie folgt beschrieben werden:

-2

g: x=OP+t-PP },OPEEAEEE\{E}AIER

n




Zweipunktegleichung fur zwei-, drei- und n-dimensionalen Raum:

— _ R — xl E Ez _Rl — T~
x,=OR+t-KF B = =l |+ o | x,0OP €Y
X )\ B B, —h
.
(xzx\ (})Zx\ (})zzx _})21x
%, =OB+t-RP = |x, |=|B |+ B, -P | x,0P¢V,
*. ) (b)) B, —B
/xgl\ /]331\ /P321—P311\
G=ORiBE = | = s 1| NORe,
%) B \P%n_P%n )

R R, eV,\|o} AR B, eV \|o

1

,._./\_\
\_\,4

{q}/\teR




Lagebeziehungen

Zwei Geraden g und h liegen parallel zu einander, wenn die Richtungsvektoren der
Geraden linear abhangig sind:

y] g g: x,=OP +t-a

- h:x§=06+r$

- b=s-a < allb

/ O—Pz' ;{XZ ) OH ) O})z € I/n
0[ = /vubeP;\%ﬁ

At r,s € R



Zwei Geraden befinden sich in einer Ebene, wenn die beiden Richtungsvektoren
und der Differenzvektor der beiden Tragerpunkte komplanar sind:

A

z




Zwei Geraden in einer Ebene liegen fur drei- und n-dimensionalen Raum:

—_—

71,

Baviiine
o

y

e
]

z

e

=t-a,+r-b

4. )
t-a, +r-b

t-a, +r-b
y y

t-a, +r-b

/blx\

e

1’3211922 =t-a,+r-b,

/]321\ /a21\

b)) &,

P, =t-a, +r-b,

P, =t-a, +r-b,

n

e

R R ,a,b €V;\

1 2

{E}A}’zlf’zz,az,bz eV, \{E}AZ,VER




Geraden, welche komplanar und linear unabhangig sind, schneiden sich in genau
einem Punkt. Es gibt allerdings auch Geraden, die deckungsgleich
(Richtungsvektoren sind dann linear abhangig) sind und somit unendlich viele
Schnittpunkte haben:

g: x,=OP +t-a

—

h: x,=0P, +r-b

OP =x, =x,
OP =OP +t-a=0P,+r-b

x,x,,0R, 0P, €V,
rabev, ol

At,reR



Schnittpunkt zweier Geraden fur zwei-, drei- und n-dimensionalen Raum:

e

OF =OR +t-a,=0F +r-b

xls Pllx alx
= +1
N, Ely 4,
E2x blx
“lp T
12y 1y
P +t-a =B +r-h
1x X 2x X
P +t-a =P +r-b
lly 1y 12y 1y

OF, =OP, +t-a,=0P, +r-b,
})21)( +t.a2x :})22)( +r.b2x
b tta, =B +r-b2y

P212 +t-a, =P222 +r-b22

——

OF, =O0PR, +t-a,=0PF, +r-b,

P311 +t-a, =P321 +r-b31

B’ln +t.a3n :B’2n +r.b3n

OF_,OR,,OR_ eV, na,,b €V,\{o| AOP, ,OP, ,OP, €7,

—_— —

Aa,,b, €V, \{5}AOI§S,OI§I,OI§2 eV /\a_;,lzeVn \{E}AZ,VER




Zwei Geraden werden dann als Windschief bezeichnet, wenn die beiden
Richtungsvektoren (linear unabhangig) und der Differenzvektor der Tragerpunkte
nicht komplanar sind:

g: x,=OP +t-a

—

h: x,=0P, +r-b

l.u.

0

b+#s-

@¢t-c§+r-l§ — Zz,Z;,Ple nicht Komp.

sz,OR,OQ eV /\131132,;1,1; eV, \{E}AS,I,V eR



